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Soient X un ensemble non vide, K=R ou C, E une K-ev
de dim. finie (ok si E Banach).

Def 1: On appelle série de fonctions @ et on notera
Zf” tout couple ((f”)eN (S, )neN) formé d'une suite

nz0

de fonctions f, : X—E et de la suite des §, :sz ,

k=0

appelées nitmes sommes partielles, pour neN.

Différents modes de convergence.

A. Cv simple et cv absolue.

Def 2: On dit que Z f. converge simplement (sur X) ssi

n=0
la suite (S, )néN des sommes partielles CS (sur X).
Dans ce cas, on définit pour tout neN le reste d'ordre n:

R :X - EtqVxe X,R (x)= ). f. (x).

k=n+1

On appelle somme de la série Z f, ,eton note Z £

n=0 n=0

I'application: xe X — (ifn)(x) = ifn (x).

n=0 n=0

Def 3: On dit que Z f. converge absolument (sur X) ssi

n20

pour chaque x deX, Y_|f, (x)|| converge (dans R).

n20

Prop 1: La Cv ABS = la CS. (2).

Exemple: (Mon ex.4.3.2.a) La série de terme général,

(=) x

1+ x°

pour tout xeR, f (x)= cv. absolument.

B. Convergence uniforme.

Def 4: On dit que Z f, converge uniformément (sur X)

n=0
ssi la suite (S ) des sommes partielles converge
n 7 neN

uniformément (sur X). (3)

Prop2: ) f CUsurX= (f) —<—0surX.

nz0

Z f. CS
Prop3: ) f, CUssi: " @
0 la suite (R” )"20' !

Exemple: (Mon ex.4.3.2.a) La série de terme général,
(_1)11 x

pour tout xeR, £ (x)= .
(1+x2)

CS par le TSSA pour

tout xeR*, et ||R||m LO, donc Zf CUsur R.

n=0
Prop 4: Critére de Cauchy uniforme.
Zf CU surXssi:

n=0

> f ()

k=p+l

Ve>0,Ne NtqVg>p =2 N,Vxe X, <&

C. Convergence normale.

Def 5: On dit que z f, converge normalement (sur X)

nz0

Vne N,(n= N = f, estbornée)

Z” f ||m converge.

nzN

ssi INeN t.q.:

(1) x
(1+x2 )

ne converge pas normalement sur ]-00;0[ ni [0;+o0],
mais CN sur tout ]-oo; - a] U [a ;+oo[, pour a>0 fixé.

Exemple:(Mon ex.4.3.2.a) f (x) =

Prop5: Y f, CN= > f CU.

n20 n20

fa C.A.
S fn CN. /”Z‘; S~ Y m Cs
nz0 \ ”Zl;ﬁ, C.U. / nz0

Bilan:

II. Propriété | mme.

A. Limite. (échange X et "lim")

Th 1: Soient a € X, Y (f,: X — E) une série de fonct.

nz0

Pour tout n de N, f, admet une limite / en a

Si: Zf CU sur X

n=0

> Ccv

n=0

S admet une limite en a

IimS = i [
“ n=0

alors, en notant S = Zf :

n=0

Cor: Soient I int.de R, Y (f,: X — E) série de fonct.

n20

Pour toutnde N, f est continue sur /

S Z f, CU localement'” sur X

n20

(*): Converge localemt unift: CU sur tt compact de [

Alors: § = Zf est continue sur I.

n=0
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B. Dérivabilité.

Th 2:Soient ke N*, ) (f, : X — E) une série de fonct.

nz0

Pour toutnde N, f, est de classe Ck sur /

si: {vie [0k —1], > £¥ cs surr (%)

n=0

z fn(k) CU sur tout segment de /

n=0

Vie [[O; k— l]] s z fn(i) CU sur tout segment de /

nz0

+oo
alors: z f, estde classe c* surl
n=0

NG
Viello;k]],(anj S0
n=0

n=0

(*) On peut remplacer cette hyp. par: z f, CSsurl.

nz0

Exemple: Etude de la fonction ¢ de Riemann.
1
{ixell+edo Y —.

n20

C. Intégration. (échange z et [ )

a) Surunsegment,
Th 3: Soient a,be R, Y (f,: X — E) série de fonct.

n=0

Pour toutnde N, fest continue sur [a;b]

Zf CU sur [a;b]

n=0

Si:

if est continue sur [a;b]

n=0

alors: (J 7 (x) dxj converge dans E
nz0

(E0.0)a=E 1 (a

a n=0 ,

Exemple: VxeRZ Ite dt =x

n()n'

Remarque: Si Z f, CSversune limite cont. par mcx.,

n=0

b
et si IR —== 50, alors on peut échanger X et .

a

& (1)

1+x" 5 na+1

Exemple: Va>0_[

b) Surun intervalle quelconque.
I intervalle de R, non vide et non réduit a un point.
Th 4: (Cv monotone) Soit Y (f,:1 —R)

n=0

Pour toutn de N, f est cont. mex, 2 0, int. sur /

Si: < > f CSsurl
nz0

+o0

z S, cont. mex sur /

n=0

alors: Zf est intégrable sur I ssi Z(I fﬂJ converge.

n=0 n20

+oo too
De plus, dans ces conditions, Iz f,= z If

1 n=0 n=0\_y

V.4
Exemple: =—
%}[n' 1+x CV2

lll.  Notes.

(1) Différence entre "fonction" et "application™:
Par une application, x a une image unique,
par une fonction il a au plus une image.

(2) Vrai car E Banach.

(3) Différence entre CS et CU (Gourdon):

]Cn (&) f .

ve>0, VxeX, INseN: vn>N, d(fu(x), f(x))<e
f,——f:

ve>0, INeN: Vn>N, vxeX, d(fu(x), f(x))<e
Dans le second cas, N est indépendant de x.
CU=CS.

(4) En pratique, mq la série cv, puis mq ||R”|L —0.

Plan sommaire pour I'étude d'une série d'applications

Il s'agit d'étudier, sur un exemple donné, les convergences d'une série d'applications
ZU;, : X — E). On peut proposer le plan suivant, qu'il sera parfois nécessaire de
=0

compléter :

5% f, converge-t-elle
nz0 " simplement ?

g ey
& 4o
&7 \‘a

.
N

2 f,, converge-t-elle

sl Remplacer X par
n20"" normalement ?

I'ensemble Y de convergence

: \ %, simple de z”j”
3>/ \? n
&
/ \
4 A
b3 Est-ce que
f,, converge normalement, IFA=Y}
n ?
nz0"" donc uniformément, Fulla oo
absolument, simplement 7
\
i
%
& \
/ % Y
] L1
b7
E [,y converge uniformément, froe” & o

donc simplement converge pas
uniformément

Dans le cas ot il n'y pas convergence normale ou uniforme de E fu sur X, on indiquera
nz0
des parties de X sur lesquelles il y ait convergence normale ou uniforme.



